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CNONORCONNONONG

Qué aprenderemos en este Capitulo?

Introduciremos algebraicamente el concepto de niimero complejo y las operaciones suma y
producto de niimeros complejos.

Estudiaremos la interpretacion gréafica de los niimeros complejos en el plano bidimensional
(plano complejo).

Como una consecuencia de la representacion grafica, y usando los conceptos de modulo y
argumento de un niimero complejo, veremos que los niimeros complejos se pueden representar
de diferentes maneras: forma binémica, forma polar y forma exponencial.

Demostraremoa la llamada formula de Euler, de gran importancia en la teoria de los niimeros
complejos.

La formula de Euler nos permitira calcular las potencies y raices de un niimero complejo de
una manera sencilla.

Estudiaremos, aunque brevemente, las ecuaciones polinémicas con coeficientes y variable
complejos.

Definiremos las funciones complejas: logaritmo y el seno y coseno trigonométricos e hiper-
bolicos y estudiaremos sus propiedades méas relevantes.

~

ONOICNONOIC

Autoevaluacion: Qué hemos de saber hacer?

Entender claramente el concepto de nimero complejo y su representacion grafica.

Manejar algebraicamente los nimeros complejos: suma, resta, producto, divisiéon, complejo
conjugado y el calculo del modulo y el argumento.

Relacionar las diferentes representaciones de un niimero complejo: formas binomica, polar y
exponencial.

Calcular las potencies y raices de nimeros complejos utilizando la féormula de Euler.

Aplicar las propiedades de las ecuaciones polinémicas complejas; especialmente el Teorema
Fundamental del Algebra y la determinacién de los ceros de un polinomio.

Calcular el logaritmo y el seno y coseno trigonométricos e hiperbolicos de un niimero complejo
y aplicar sus propiedades.
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Necesidad de los ntimeros complejos

e Consideremos la ecuacion: 22+ 1 = 0. Esta ecuacién no tiene solucion real porque implica la raiz
cuadrada de un niimero negativo. Para encontrar soluciones a este tipo de ecuaciones, se introduce
el llamado niémero imaginario i tal que 2 = —1, es decir i = /—1, de manera que las soluciones
de la ecuacién z? +1 = 0 son: z = =i.

e Por ejemplo, las soluciones de la ecuacién cuadratica: 22 — 4z + 5 = Oson z = 2 + 2i.

e Las expresiones de la forma z = a + b se llaman niimeros complejos y se construyen como
pares ordenados de niumeros reales (a, b).

e El primer término se llama parte real, Re{z} = a, y el segundo parte imaginaria, Im{z} = b,
del ntimero complejo z.

e Puesto que son parejas de ntimeros reales, los nimeros complejos se pueden representar por
puntos del plano (representacion llamada diagrama de Argand). Volveremos més tarde sobre este
punto.

Definicién formal de los ntimeros complejos
e Definimos el cuerpo de los nimeros complejos, (C,+, -), como el conjunto de pares ordenados de

nameros reales C = {z = (x,y) /z,y € R} con las operaciones siguientes:

Igualdad: Dos ntimeros complejos, z1 = (z1,y1) ¥ 20 = (%2, Y2), son iguales si y solo si

2= = T =Ty Y Y=Y (L.1)

Suma: La suma de dos niimeros complejos es la suma de pares homol6gos (componente a com-
ponente):
2+ 2 = (21 + 22, Y1 + Y2) (1.2)

Producto: El producto de dos niimeros complejos es otro nimero complejo dado por:

2129 = (fﬂl To — Y1Y2, T1Y2 + T2 y1) (1-3)

Propiedades de la suma de ntimeros complejos

e Es asociativa: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

e Existe un y s6lo un elemento neutro, el 0 = (0, 0) talque 2 + 0 = 0 + z = 2z, Vz € C.

e Para todo nimero complejo, z, existe el opuesto (—z) = (—z, —y) tal que z + (—z) = 0.
e La suma de niimeros complejos es conmutativa: z; + 2o = 29 + 2.
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Propiedades del producto de nimeros complejos

e Es asociativo: (z1 22) 23 = 21 (22 23).
e Existe un y s6lo un elemento neutro, el 1 = (1, 0) tal que 21 = 12z = 2,Vz € C.

e Para todo ntiimero complejo no nulo, z € C—{0}, existe el inverso z ! = 1/z = (:I:ZJUTZF’ —$—2+Ly2)

1

tal que 227! = 271z = 1.

e El producto de ntimeros complejos es conmutativo: z; 2o = 2z 2.
e El producto es distributivo respecto de la suma: z; (22 + 23) = 2120 + 21 23

/ Forma binémica de los niimeros complejos
e Es preciso senalar que la notacion histérica, forma binémica, que es intuitiva y practica y la
usaremos con frecuencia, se puede obtener de la representacion de pares simplemente definiendo:
1= (1, 0) i = (0,1) (1.4)
de manera que cualquier niimero complejo se puede escribir en la forma
z=(r,y) =zxzl4+yi=x+1iy (1.5)

e En esta representacion, las operaciones (I.1), (I.2) y (I.3) se reproducen simplemente teniendo
en cuenta la propiedad i = —1:

Igualdad: dos nimeros complejos, z1 =1 + 191 ¥ 22 = T2 + %Yo, son iguales si y solo si

21 = 2 <> 1 =T2 € Y1 =1Y2 (1.6)

Suma: la suma (resta) de dos nameros complejos es otro nimero complejo cuyas partes real e
imaginaria son respectivamente la suma y la resta de las partes reales e imaginaries de los

sumandos:
Z21 + Z9 = (371 :|:£L'2) + z(y1 :l:y2) (1.7)
Producto: el producto de dos ntimeros complejos es otro niimero complejo que se obtiene mul-
tiplicAndolos como si fueran reales y utilizando que 2 = —1:
zizg = (21 +iy1) (T2 + i90)
= T Ty 4+ iT1Ye + Y1 To + Y1 Yo
= (122 — Y1y2) + 1 (@1 Y2 + T291) (1.8)

Re{z1 22} = x129 — y1 Y2 Im{z 20} = 2190 + 2211
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Complejo conjugado
e Si z = x + iy, definimos su complejo conjugado, z*, como un niimero complejo cuya parte
real es la misma que la de z mientras que la parte imaginaria es la de z cambiada de signo:
Siz=x+iy — 2" =2 — iy (I.10)

e Notar que la operacion de conjugacion compleja consiste basicamente en la sustituciéon ¢ — —i.
e Algunas propiedades interesantes son:

1. (s 20)* = 27 £ 2.
2. (z122)" = 27 2.
3. (z7H = (1/2) = (")t = 1/,

4. Re{z} =1(z + 2% Im{z} = 5 (2 — 2%).

5. 2zt = 2*z = 2% + 32

Divisién de niimeros complejos

e La division de dos nimeros complejos, 21/zs, se define como el producto del primero por el
inverso del segundo: z1/25 = 21 25 L
e La férmula explicita de la division se obtiene asi:

A gZ_S _ (X1 +iy1) (x2 —iy2)
2o 2o %3 (T2 +1y2) (w2 — i 92)
T1Ty + Y1 Yo .ToY1 — T1Y2
= 5 5 P 5 (I.11)
T3 + Y3 T3 + Y3

Representaciéon grafica de los nimeros complejos
Im{z}

(z,y) e Graficamente los niimeros complejos los podemos represen-
tar por medio de un vector en un plano que se llama plano
complejo. Los ejes ortogonales del plano complejo son el eje
real, en la direccion de 1, y el eje imaginario, en la direccion
\ 0 de i. Referido a estos ejes, un niimero complejo z =z + 1y

tiene como coordenadas (z,y) (ver la figura).

e Asi pues, con esta representacion vemos que hay una corre-
spondencia uno a uno entre los puntos del plano complejo y
el conjunto de los niimeros complejos.
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Moédulo y argumento de un ntimero complejo

De la representacion grafica cobran significado geométrico las siguientes definiciones:
e El moédulo de un nimero complejo, |z|, es la longitud, r, del vector que lo representa:

lz| = |z +iyl =7 = 2?2 +y? = Vzz* (I.12)

e El argumento de un ntimero complejo, arg z, es el angulo, €, que forma el vector que representa
el nimero complejo con el eje real:

argz = 0 = arctan 2 (I.13)
T

e Es preciso notar que los nimeros complejos (z,y) y (—z, —y) tienen el mismo argumento, si se

utiliza la formula anterior. Entonces, existe una ambigiiedad que se puede resolver facilmente si

tenemos en cuenta el signo de x y de y para situar el punto en el cuadrante correcto.

e Ademas, existe otra ambigiiedad debida a la periodicidad de las funciones trigonométriquas:
arg z esta definido salvo un maultiplo entero de vueltas alrededor del origen: arg z = 6 + 2km.

Representacion polar de los niimeros complejos

Im{z} e Los puntos (z,y) del plano se pueden representar también
(z,9) por su forma polar (r, 6).
e En coordenadas polares tenemos (observar la figura):

z =1 cosl y = rsinf (I.14)

r sin @

0 Entonces, un nimero complejo z = x+1i y se puede representar
?
por la conocida como forma polar o trigonométrica:

r cos 6 r Re{z} z = r(cosf + isinf) (I.15)

Representaciéon exponencial de los ntimeros complejos

e En la forma exponencial utilizamos la llamada formula de Euler:
¢’ = cosh + isinf (1.16)

para expresar un numero complejo cualquiera como:

z = r(cosh + isinfd) = re? (I.17)
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e Lo que deseamos demostrar es: €' = cosf + ¢ sinf
e Recordemos los desarrollos de Taylor de sinf y cos 6:

La Formula de Euler.

10

oo 02n [es) 02n+1
cosf = (=" sinf = (-)" —— (I.18)
2 V" Gy D ]
e Puesto que 7> = —1, el factor (—1)" se puede escribir de una forma en muchos casos més
conveniente:
(=1)" = (¥)" = *" y ademés 1 (—1)" = i (4*)" = *"TL.

e Consideramos ahora un nimero complejo de médulo unidad: u = cosf + 7 sin 6. Sustituyendo
los desarrollos de Taylor de sinf y cos# y usando la propiedad anterior, tenemos:

927;,—1—1

T onr)

i 02n i 92n+1
cosf +isinf = (=" +z ) —
= = (2n +1)!
o0 02n o 02n—|—1
-2n
= { +1 1 —_—
nZ::O (2n)! z:o (2n +1)!

og: (20)2n+1
DB T TR SRR ooy

n=0

_ s W (1.19)

donde hemos utilizado el desarrollo de Taylor de la exponencial

’Z— (1.20)

e De hecho es més correcto tomar (I1.20) como una definicién de la exponencial de un nimero
complejo. satisfacen

Relaciéon funcional de la exponencial.

e Sea z = = + 1y, entonces

S
Il
)
3
Il
IS
bl
Il
o

n o0 y m
z" Z (7y) =e"e” = ¢e"(cosy + isiny) (I.21)

] !
' = m!

I
M8

i
(=)

e Utilizando la propiedad (I.21), podemos demostrar la relacién funcional de la exponencial:

ete”® = €™ (cosy; + isiny;)e™ (cosys + i sinys)

e"11%2 (cos(yy + y2) + 7 sin(y; + o)) = e 1?2 (1.22)
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Propiedades de la representacién exponencial de los nliimeros complejos

e Usando la forma exponencial, el producto de dos niimeros complejos es simplemente:
212y = 1o @01 — o ry (cos(8y + 02) + i sin(f; + 65)) (1.23)

e Por otra parte, la divisién de dos niimeros complejos se puede escribir como:
z reo, r
2= L0 — Licos(B; — 6,) + i sin(6; — 6,)) (1.24)
) ) T9

e Ademas, de las ecuaciones anteriores deducimos que:

|21 22| = |21 |22, argz; zp = argz; + argze + 2kw
|z1/z2] = |z1]/|22], argz/z = argz — argze + 2kmw (1.25)

Potencias de los niimeros complejos

e Utilizando la forma exponencial es facil encontrar la potencia de un nimero complejo:
P (7‘ eie)” — einG
= 71" (cosnf + i sinnd) (1.26)

e Esta es la llamada formula de de Moivre que nos permite encontrar de forma sencilla las
relaciones trigonométricas para al seno y coseno de miltiplos enteros de un angulo:

(cos@ + i sinf)" = (ew)n = (ema) = (cosnf + i sinnh) (1.27)

Raices de los nimeros complejos

e El nimero complejo w es la raiz n-ésima de z si w™ = z. Empleando la forma exponencial,
tenemos que las raices seran las soluciones de la ecuacion:

w = % — Jl/n — (,rei(0+2k1r))1/n — pl/n eio"'flk" (1.28)

e Puesto que para k = n obtenemos el mismo resultado que para k£ = 0, deducimos que un niimero
complejo tiene n raices n-ésimas diferentes correspondientes a £k = 0,1,2---n — 1 y ademaés se
satisfara que:

arg z'/" =

(argz + 2km) (1.29)

S|
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Teorema fundamental del algebra

e Sea una ecuaciéon polinémica con coeficientes complejos:
2" + a1t a4+ -+ ap 240, =0 (1.30)

donde ag # 0, a4, ..., a, son nimeros complejos y n es un entero positivo que se llama el grado de
la ecuacién. Sus soluciones se llaman los zeros del polinomio o también las raices de la ecuacion.
e Daremos, sin demostrar, un teorema muy importante sobre las ecuaciones polinémicas, conocido
como el teorema fundamental del algebra:

Toda ecuacion polinomica de grado n tiene n raices complejas, algunas de las cuales, o todas,
pueden ser iguales.

e Si z1, ..., 2, son las n raices de la ecuaciéon (I.30), ésta puede escribirse en la forma:

ap (2 — 21) (2 — 22) -+ (2 — 2,) = 0 (I.31)

Algunas propiedades de las ecuaciones polinémicas

e Si un namero racional irreducible p/q es solucién de la ecuacién polinémica ag 2™ + a; 2" ' +

-+ 4+ a,_1 2 + a, = 0 con coeficients enteros ag, ... a,, entonces p ha ser divisor de a,, y ¢ de
Qg.

e La suma y el producto de todas las raices de ag2™ + a1 2"t + «++ + ap,_12 + a, = 0 con
coeficientes complejos son —ay/ag y (—1)" a,,/ap.

eSiz +iyesunaraizde ag2” + a; 2"t + -+ + ap_1 2 + a, = 0donde ag #0, ay,..., a, son
numeros reales, entonces r — 7y es también una raiz.

e Es preciso notar que si ag # 0, aq,. .., a, no son todos niimeros reales, la propiedad anterior no
es cierta.

Logaritmo de un nimero complejo

e El logaritmo es la funcién inversa de la exponencial. Entonces, w = In z si y solamente si e” = z.
Utilizamos la forma exponencial para z:

P |Z|ei(arg(z)+2k7r) — eln|z|+i(arg(z)+2k7r) (132)

asi, igualando e” = z tenemos que:

w = Inz = In|z| + i(arg(z) + 2kn) (1.33)

El logaritmo es una funcién multivaluada porque su parte imaginaria esta indeterminada.

e Es posible restringir la funcién logaritmo de manera que sea univaluada definiendo el valor prin-
cipal del logaritmo como una prescripciéon para tomar el argumento, de forma que nos restringimos
a—m < arg(z) <.

e Sin embargo el valor principal no da todas las soluciones de la ecuacion e = z.
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Funciones trigonométricas de un niimero complejo

e Utilizando la férmula de Euler es facil deducir las siguientes relaciones:

T —1iT eiw _ e—i:c
cosx = % sinz = — (1.34)

e Definimos, pues, las funciones trigonométricas de un ntimero complejo, z, como:

e + e e sin z

cosz = ———  sing = ————  tanz = (1.35)

2 21 CoS 2

Funciones hiperbdlicas de un nimero complejo

e Definimos las funciones hiperboélicas de un niimero complejo, z, de la siguiente forma:

ef 4+ e . ef — e ® sinh z
coshz = —— sinhz = ——— tanh z =
2 2 cosh z

(1.36)

e Entre las funcions trigonométricas y las funciones hiperbolicas se satisfacen las siguientes rela-
ciones:

cosiz = coshz, sintz = 1 sinh z, taniz = ¢ tanhz

coshiz = cosz, sinhiz = isinz, tanhiz = itanz (1.37)

~

Relaciones funcionales

e Empleando la relacion (I.33), podemos demostrar la relaciéon funcional del logaritmo :

In(z129) = In |21 29| + ¢ (arg(z1) + arg(zs) + 2k'7)
= lIn|z| + i (arg(z1) + 2kim) + In|z| + (arg(ze) + 2kom)
(2K — 2k — 2ky)
= Inz; +Inz + 2k7i (1.38)

e Otras relaciones funcionales son:

sinz 4+ cos’z = 1
sin(z; + 2z2) = sinz; coszy + sinzy €os z;
cos(z; + 2z9) = OS2y €OS2zy — sin zy sin 2y
cosh?z — sinh?z = 1
sinh(z; + 2z3) = sinh z; cosh 2z + sinh 25 cosh 2
cosh(z; + 2z3) = coshz cosh zy + sinh z; sinh 2, (1.39)

J. BORDES y V. GIMENEZ, Dept. Fisica Teorica (UVEG)




Apéndice del Capitulo I: Ntimeros Complejos'

f Foérmula del producto de dos series

e En la seccion Relacion funcional de la exponencial, en la ecuacion (I.21) en la pagina 5, escribi-
mos el producto de dos series, empleando un resultado que ahora demostraremos:

(AL1)

e En general. Sean dos series > °° a, ¥ > 5oy bk, €l producto de las cuales es:

(gan> (2%) = (ap+ar+ap+ ) (bo+ b +by+--+)

ag b3 + ag b4
aq b3 + o b4
as by + agby
. 4 .
+

Qo bQ
aq bQ
a9 bQ

Qo b1
ay by
Q9 bl

= apbo
aj by
Q9 bo

++ 4+
++ 4+
++ 4+
++ 4+

a; bl a; bg a; b3 a; b4

+ o+ 4+ 4+ 0+

a; by

Si las series son convergentes, podemos reordenar los términos a; b; como queramos. Es interesante
agruparlos en la forma siguiente:

(5e) (5)

ap by

agby + a; by)

agby + a1 by + azbg)

agbs + a1 b + azby + azby)

agby + a1bs + asby + azby + a4by)

+ + + + +

I
M8 :
N

S

s

-

(AL2)

e Entonces, la formula (AI.1) se demuestra facilmente porque no es més que un caso particular

de la formula general (AI.2) identificando ay = “;c—’: Y bpi = ((Zg)j];)],c

12
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f Demostracion de la propiedad 1 de las ecuaciones polinémicas

e Si un nimero racional irreducible p/q es solucién de la ecuacion polindmica ag 2" + a; 2" +
-+ ap_1 2 + a, = 0 con coeficientes enteros ay, ..., a,, entonces p es divisor de a,, y q de ag.

Puesto que, por hipotesis, z = p/q es solucion de la ecuacion, se satisfara:

n—1

p

qnfl

p’fl
(h)6ﬁ + a1

+---+an_11—)+an=0 (AL3)
q

. . ., n
Multiplicamos esta ecuacion por q?:

n

4
p

donde hemos aislado el término independente por conveniencia. El miembro de la izquierda es
un numero entero porque es una combinacién de sumas y potencias enteras de niimeros enteros.
Entonces, el miembro de la derecha ha de serlo también. Para que lo sea, p ha de ser divisor de
q y/o de a,. Por hipotesis, sin embargo, la fraccion p/q es irreducible, es decir, p y ¢ no tienen
divisores comunes salvo +1. Entonces, s6lo nos queda una posibilidad: p ha de ser divisor de
Gy, -

Por otra parte, si multiplicamos la ecuacién (AI.3) por ¢"~' y aislamos ahora el primer término,
encontramos:

ap" "+ ap" g+ a1 " = —ay

n

G p" et A pd" T+ ang™ = —ag -

q

El miembro de la izquierda es un niimero entero porque es una combinacién de sumas y potencias
enteras de niimeros enteros. Entonces, el miembro de la derecha ha de serlo también. Para que lo
sea, ¢ ha de ser divisor de p y/o de ag. Por hipotesis, sin embargo, la fraccion p/q es irreducible, es
decir, p y ¢ no tienen divisores comunes salvo +1. Entonces, s6lo nos queda una posibilidad:
q ha de ser divisor de aq.

Por tanto, si p/q es una raiz del polinomio, p es un divisor de a, y ¢ de ay, como queriamos
demostrar.

e Ejemplo:

Sea la ecuacién 23 — 222 + z — 2 = 0, los coeficientes de ella son ntimero enteros.

Buscamos las soluciones racionales w = p/q, si hay alguna. Puesto que ay = 1, ¢ ha de ser £1.
Ademés, puesto que a, = —2, p puede ser =1, +2. Entonces las raices racionales s6lo pueden ser:
w = =+1, £2. Probando es facil ver que 2 es la tinica solucién racional. Las otros dos soluciones
son complejas: 7 y —1, y asf:

2 -2 42 -2=(2-2)(z—1)(2+1)

13




J. BORDES y V. GIMENEZ, Dept. Fisica Teorica (UVEQG)

-

Demostraciéon de la propiedad 2 de las ecuaciones polinémicas

e La suma vy el producto de todas las raices de ag 2™ + a1 2" 1 + -+ + ap_12 + a, = 0, ag # 0,
y con coeficientes complejos son —ay/ag y (—1)" a,/ag, respectivamente.

Sean z1, 29, ..., Zn, las n raices del polinomio que en forma factorizada se escribe:

a 2" + a1 2!

+ - F a2t a, =a(z—2)(x—2) - (2—2,) =0
Si multiplicamos los monomios (z — z;), tenemos:

awz"+ a2+ a2+ a, =

ag {z" —(n+zm+ otz 2"+ (—1)”2122---zn}= 0 (AlL.4)

Las dos formas de escribir el polinomio son equivalentes, con lo que los coeficientes de las mismas

potencias de z son iguales. Por tanto, igualando los coeficientes de z"~! y 2° = 1, obtenemos las
ecuaciones:
@ = —a Y. % => Y,z = T2 an = (D" [[2 = [z = (—1)”@—2 (ALS5)
i=1 i=1 i=1 i=1

que es lo que queriamos demostrar.

-

Demostracion de la propiedad 3 de las ecuaciones polinémicas

e Siz+iyesunaraizdeayz” +a; 2" '+ -+ ap_1 2+ a, = 0 donde ag # 0, y los coeficientes
ai,. .., a, son numeros reales, entonces x — iy es también una raiz.

Puesto que, por hipétesis, w = x + 1y es solucién de la ecuacion, se satisfaré:
aw” +aw" '+ o ap_ w4 a, =0 (Al6)
Tomando el conjugado de toda la ecuacién:
0) =0 = (aow” +aw" M+ Fa g w F an)*
= (agouw™)" + (alw"_l)* + v+ (A w)” + (an)”
= (o) ()" + () (7)o (ana)" (w)" + ()’

(ao)™ (w*)" + (a)" (w*)"" + - + (an-1)" (w)" + (an)"
= ao (W) + a1 (W) "+ -+ G W + ay (AL7)

donde hemos usado las propiedades de la operacién de conjugaciéon compleja y, en el altimo paso,
hemos utilizado que, por hipotesis, los coeficientes a; son ntimeros reales y por tanto (a;)" = a;.
Entonces, w* = x — iy es también una raiz de la ecuaciéon polinémica, que es lo que queriamos
demostrar.
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