
1. Producto escalar de vectores: 𝑎⃗ · 𝑏�⃗ = |𝑎⃗| · �𝑏�⃗ � · cos 𝛼 ∈ ℝ 𝑎⃗⏊𝑏�⃗ ↔ 𝑎⃗ · 𝑏�⃗ = 0

Expresión analítica del p. e. : �𝑎⃗ = 𝑎1𝚤 + 𝑎2𝚥 + 𝑎3𝑘�⃗

𝑏�⃗ = 𝑏1𝚤 + 𝑏2𝚥 + 𝑏3𝑘�⃗
→ 𝑎⃗ · 𝑏�⃗ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3

�

 

Módulo de un vector: |𝑎⃗| = �𝑎⃗ · 𝑎⃗ = �𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2   Ángulo entre vectores: cos 𝛼 =

𝑎⃗ · 𝑏�⃗

|𝑎⃗| · �𝑏�⃗ �

2. Producto vectorial : 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

� �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � = |𝑎⃗| · �𝑏�⃗ � · sin 𝛼 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ ⏊𝑎⃗
𝑎⃗ × 𝑏�⃗ ⏊𝑏�⃗

𝑎⃗ ⫽ 𝑏�⃗  (colineales) ↔ 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = 0�⃗ �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � = Super�icie paralelogramo�𝑎⃗, 𝑏�⃗ �

3. Producto mixto: �𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐� = 𝑎⃗ · �𝑏�⃗ × 𝑐�  ∈ ℝ    Expresión analítica: �𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐� = �
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

�

𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐 lin. indep. ↔ �𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐� ≠ 0 ��𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐�� = Volumen paralelepípedo�𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐�

4. Coordenadas de un punto: 𝑂𝑃�����⃗ = 𝑝1𝚤 + 𝑝2𝚥 + 𝑝3𝑘�⃗ → 𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) 𝐵𝐴�����⃗ = −𝐴𝐵�����⃗ 𝐴𝐵�����⃗ + 𝐵𝐶�����⃗ = 𝐴𝐶�����⃗

Coordenadas de un vector: 𝐴(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) y 𝐵(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) → 𝐴𝐵�����⃗ = (𝑏1 − 𝑎1, 𝑏2 − 𝑎2, 𝑏3 − 𝑎3)

Puntos alineados: 𝐴, 𝐵 𝑦 𝐶 alineados ↔
𝑏1 − 𝑎1

𝑐1 − 𝑎1
=

𝑏2 − 𝑎2

𝑐2 − 𝑎2
=

𝑏3 − 𝑎3

𝑐3 − 𝑎3

Puntos coplanarios: 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑦 𝐷 coplanarios ↔ �𝐴𝐵�����⃗ , 𝐴𝐶�����⃗ , 𝐴𝐷�����⃗ � = 0

Punto medio de un segmento: Punto medio de 𝐴𝐵���� → 𝑀 �
𝑎1 + 𝑏1

2
,
𝑎2 + 𝑏2

2
,
𝑎3 + 𝑏3

2
�

5. Ecuaciones de una recta 𝑟 ≡ �𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑑𝑟����⃗ = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)�

Ecuación vectorial: 𝑟 ≡ 𝑂𝑋�����⃗ = 𝑂𝑃�����⃗ + 𝜆𝑑𝑟����⃗  Ecuaciones paramétricas: 𝑟 ≡ �
𝑥 = 𝑝1 + 𝜆𝑑1
𝑦 = 𝑝2 + 𝜆𝑑2
𝑥 = 𝑝3 + 𝜆𝑑3

�

Ecuaciones continuas:  𝑟 ≡
𝑥 − 𝑝1

𝑑1
=

𝑦 − 𝑝2

𝑑2
=

𝑧 − 𝑝3

𝑑3
𝑟(𝐴, 𝐵) ≡ �

𝑥 = 𝑎1 + 𝜆(𝑏1 − 𝑎1)
𝑦 = 𝑎2 + 𝜆(𝑏2 − 𝑎2)
𝑥 = 𝑎3 + 𝜆(𝑏3 − 𝑎3)

�

Implícitas (o cartesianas): 𝑟 ≡ �𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0

�  , con 𝑑𝑟����⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗

𝐴1 𝐵1 𝐶1
𝐴2 𝐵2 𝐶2

�

6. Ecuación de un plano 𝜋 ≡ {𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3),  𝑢�⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),  𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)}

Ecuación vectorial: : 𝜋 ≡ 𝑂𝑋�����⃗ = 𝑂𝑃�����⃗ + 𝜆𝑢�⃗ + 𝜇𝑣⃗ E. Paramétricas: 𝜋 ≡ �
𝑥 = 𝑝1 + 𝜆𝑢1 + 𝜇𝑣1
𝑦 = 𝑝2 + 𝜆𝑢2 + 𝜇𝑣2
𝑥 = 𝑝3 + 𝜆𝑢3 + 𝜇𝑣3

�

Ecuación continua: 𝜋 ≡ �
𝑥 − 𝑝1 𝑦 − 𝑝2 𝑧 − 𝑝3

𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3

� = 0

Ecuación general (o implícita): 𝜋 ≡ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 𝑛𝜋����⃗ = (𝐴, 𝐵, 𝐶)⏊𝜋

Ecuación canónica: 𝜋 ≡
𝑥
𝑎

+
𝑦
𝑏

+
𝑧
𝑐

= 1 𝜋(𝑃, 𝑄, 𝑇) ≡ �

1 𝑥
1 𝑝1

𝑦 𝑧
𝑝2 𝑝3

1 𝑞1
1 𝑡1

𝑞2 𝑞3
𝑡2 𝑡3

� = 0
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7. Posición relativa recta-recta: �
𝑟 ≡ �𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑑𝑟����⃗ = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)�
𝑠 ≡ �𝑄(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3), 𝑑𝑠����⃗ = (𝛿1, 𝛿2, 𝛿3)�

� 

𝑑𝑟����⃗ ⫽ 𝑑𝑠����⃗  ˄ 𝑃 ∉ 𝑠 → 𝑟 ⫽ 𝑠 (paralelas)
𝑑𝑟����⃗ ⫽ 𝑑𝑠����⃗  ˄ 𝑃 ∈ 𝑠 → 𝑟 = 𝑠  (coincidentes)

𝑑𝑟����⃗   No ⫽ 𝑑𝑠����⃗    ˄  �𝑃𝑄�����⃗ , 𝑑𝑟����⃗ , 𝑑𝑠����⃗ � ≠ 0 → 𝑟  y  𝑠   se cruzan (alabeadas)
𝑑𝑟����⃗   No ⫽ 𝑑𝑠����⃗    ˄  �𝑃𝑄�����⃗ , 𝑑𝑟����⃗ , 𝑑𝑠����⃗ � = 0 → 𝑟  y  𝑠  se cortan (concurrentes)

Punto de corte: �
𝑝1 + 𝜆𝑑1 = 𝑞1 + 𝜇𝛿1
𝑝2 + 𝜆𝑑2 = 𝑞2 + 𝜇𝛿2
𝑝3 + 𝜆𝑑3 = 𝑞3 + 𝜇𝛿3

→ 𝜆, 𝜇�

8. Posición relativa recta-plano: �𝑟 ≡ �𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑑𝑟����⃗ = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)�
𝜋 ≡ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0

� 

𝑑𝑟����⃗ · 𝑛𝜋����⃗ = 0 ˄ 𝑃 ∈ 𝜋 → 𝑟 ⊂ 𝜋  (contenida)
𝑑𝑟����⃗ · 𝑛𝜋����⃗ = 0 ˄ 𝑃 ∉ 𝜋 → 𝑟 ⫽ 𝜋  (paralela)

𝑑𝑟����⃗ · 𝑛𝜋����⃗ ≠ 0 → ∃! 𝑀 = 𝑟 ∩ 𝜋   (incidente)

Punto de corte:  𝐴(𝑝1 + 𝜆𝑑1) + 𝐵(𝑝2 + 𝜆𝑑2) + 𝐶(𝑝3 + 𝜆𝑑3) + 𝐷 = 0 → 𝜆 

9. Posición relativa plano-plano: �𝜋 ≡ 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0
𝛾 ≡ 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0

� 

𝑛𝜋����⃗ ⫽ 𝑛𝛾����⃗ →

⎩
⎨

⎧
𝐴1

𝐴2
=

𝐵1

𝐵2
=

𝐶1

𝐶2
=

𝐷1

𝐷2
→ 𝜋 = 𝛾

𝐴1

𝐴2
=

𝐵1

𝐵2
=

𝐶1

𝐶2
≠

𝐷1

𝐷2
→ 𝜋 ⫽ 𝛾

�

𝑛𝜋����⃗  No ⫽ 𝑛𝛾����⃗ → ∃! 𝑟 = 𝜋 ∩ 𝛾 (arista del diedro)

 𝑟 ≡ �𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0

� 

10. Distancias:

Distancia entre puntos: 𝑑(𝐴, 𝐵) = �𝐴𝐵�����⃗ � = �(𝑏1 − 𝑎1)2 + (𝑏2 − 𝑎2)2 + (𝑏3 − 𝑎3)2

Distancia punto-recta: �
𝑄(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)

𝑟 ≡ �𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑑𝑟����⃗ = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)�
� → 𝑑(𝑃, 𝑟) =

�𝑃𝑄�����⃗ × 𝑑𝑟����⃗ �
�𝑑𝑟����⃗ �

Distancia punto-plano: � 𝑃(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)
𝜋 ≡ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 → 𝑑(𝑃, 𝜋) =

|𝐴𝑝1 + 𝐵𝑝2 + 𝐶𝑝3 + 𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

�

 

Distancia rectas alabeadas: �
𝑟 ≡ �𝑃(𝑝1 , 𝑝2, 𝑝3), 𝑑𝑟����⃗ = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)�
𝑠 ≡ �𝑄(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3), 𝑑𝑠����⃗ = (𝛿1, 𝛿2, 𝛿3)�

� → 𝑑(𝑟, 𝑠) =
��𝑃𝑄�����⃗ , 𝑑𝑟����⃗ , 𝑑𝑠����⃗ ��

�𝑑𝑟����⃗ × 𝑑𝑠����⃗ �

11. Área del triángulo ∆ABC: 𝑆 =
1
2

�𝐴𝐵�����⃗ × 𝐴𝐶�����⃗ �  Volumen del tetraedro ABCD: 𝑉 =
1
6

��𝐴𝐵�����⃗ , 𝐴𝐶�����⃗ , 𝐴𝐷�����⃗ ��

12. Ángulos y perpendicularidad:

Entre rectas: cos 𝛼 =
�𝑑𝑟����⃗ · 𝑑𝑠����⃗ �
�𝑑𝑟����⃗ ��𝑑𝑠����⃗ �

 Recta-plano: sin 𝛼 =
�𝑛𝜋����⃗ · 𝑑𝑟����⃗ �
|𝑛𝜋����⃗ |�𝑑𝑟����⃗ �

 Ángulo diedro: cos 𝛼 =
�𝑛𝜋����⃗ · 𝑛𝛾����⃗ �
|𝑛𝜋����⃗ |�𝑛𝛾����⃗ �

𝑟⏊𝑠 ↔ 𝑑𝑟����⃗ · 𝑑𝑠����⃗ = 0 𝑟⏊𝜋 ↔ 𝑛𝜋����⃗ ⫽ 𝑑𝑟����⃗ 𝜋⏊𝛾 ↔ 𝑛𝜋����⃗ · 𝑛𝛾����⃗ = 0

13. Esfera de centro 𝐶(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) y radio 𝑅 > 0:
(𝑥 − 𝑐1)2 + (𝑦 − 𝑐2)2 + (𝑧 − 𝑐3)2 = 𝑅2 → 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝐸𝑥 + 𝐹𝑦 + 𝐺𝑧 + 𝐻 = 0
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