Hunicoos fSmatematicas

EvAU 2018 Opcion A

Ejercicio 1. Dado el sistema de ecuaciones

r+my=1
2z —(m+1y+z=-1

x+2m—1Dy+ (m+2)z=242m,
se pide:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro m.
b) Resolver el sistema en el caso m = 0.

Solucion  a) La matriz del sistema es:

1 m 0
A=|-2 -m-1 1
1 2m—1 m+2

y la matriz ampliada del sistema es:

1 m 0 1
A=-2 —-m-1 1 -1
1 2m—1 m—+2 242m

Calculamos el determinante de la matriz A:

1 m 0
Al=|-2 —m-1 1 |=mol=(m+nm-1); m=-1
1 2m—1 m+2

, m=1

Sim # —1ym # 1, tenemos que rg(A) = rg(A’) = n = 3. Por tanto, param # —1ym # 1, el
sistema es compatible determinado.

Vamos a estudiar ahora el sistema para m = —1:
1 -1 0 1 -1 0 0
A=1-2 0 1 A=[[-2 0 1 1
1 -3 1 1 -3 1 0
Claramente, podemos observar que rg(A) = 2y rg(A’) = 3. Por tanto, para m = —1 el sistema
es incompatible. Finalmente, lo vemos param =1 :
1 1 1 00
A=1|-2 =2 1 -2 1 1
1 1 3 1 3 4
Claramente, podemos observar que rg(A) = 2y rg(A’) = 3. Por tanto, para m = 1 el sistema es
incompatible.

b) Vamos a resolver el sistema en el caso m = 0 que sabemos que es compatible determinado:

1 0 0 1 1 0 0 1
-2 -1 1 1|~ 1 -1 2 2
1 -1 2 2 -2 -1 1 -1
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Hacemos: 2° —2° —1°y3° —» 3°+2-1°:

1 0 01
0 -1 2 1
0 -1 1 1
Finalmente, 3° — 3° — 2°:
1 0 0 1
0o -1 2 1
0 0 -1 0
Luego, tenemos que el sistema resultante es:
r=1
—y+2z=1
—2=0

De la tltima ecuacién, tenemos que z = 0. Sustituyendo a la segunda:
y=2z—-1=-1, =1

La solucién del sistema es:

‘ (x,y,2) = (1,-1,0) ‘

Ejercicio 2. a) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: m; = 0.92, my = 0.94, mg = 0.89, m4 = 0.90,
ms = 0.91.

Se tomara como resultado el valor de z tal que la suma de los cuadrados de los errores sea
minima. Es decir, el valor para el que la funcién E(z) = (z —m1)% 4 (z —mso)? +-- -+ (z —m5)?
alcanza el minimo. Calcule dicho valor z.

b) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral / i 22 In(x)dz, donde
In significa logaritmo neperiano. '

Solucion a) La funcién a minimizar es:
E(x)=(r—m)*+ (x —mo)? + -+ (z —ms)?
Derivando:
E'(x) =2(x —mq1) +2(x —ma) + -+ + 2(x — ms) = 2[6x — (M1 +ma + - - + m3)]

Igualamos la derivada a 0:

P =05 e =t et 20 % 0= mq +m25+..‘m5 -
Tenemos que E”(z) = 10 > 0. Por tanto E”(m) > 0y esto implica que 7 es un minimo relativo y

en nuestro caso también absoluto:

0.92 4+ 0.94 + 0.89 + 0.90 + 0.91
Epin = E(m) = m = + + z + + =10.912

b) Aplicamos el método de integracion por partes:
dx

u=Inr=du=—
T
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Ejercicio 3. Dados los planos m; = 4z + 6y — 122+ 1 =0, 13 = —2z — 3y + 6z — 5 = 0, se pide:
a) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2,1,3) y B(1,2, 3), calcular los vér-
tices C'y D, sabiendo que C pertenece alos planos mo yms =z —y + 2 = 2.

Soluciéon  a) Nos tenemos que fijar que los dos planos dados son paralelos. Por tanto, la aresta del
cubo sera la distancia entre estos planos. Tenemos que recordar que para calcular la distancia
entre dos planos paralelos basta coger un punto de uno de ellos y calcular la distancia al otro.

mo=—-20—-3y+62—-5=0=>m=2r+3y—62+5=0

1
71'1E4x+6y—122—|—1=02>7r152x+3y—6z+520

1
2 5 9 . 729 .
L =d(m, = =2 7 S |\V=L[3=_"22 3
(71, 72) ﬁ+32+(—6)2 o 14 2744u

b) Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta r que es la interseccion de los planos w5 y 73
que contiene a C'"

My =2x+3y—6z+5=0 5y —8z+9=0 5y —82+9=0
_ Ei1=FE,—-2E> FEo—5FE5+FE,
r= _— >
ms=rx—y+2—2=0 r—y+2—-2=0 5r—32—1=0
1
=—-+3
T 5+ 1
== 9 so(fasn-2 v 8us
= y:_g+8ﬂ 5 K, 5 My op
zZ =5l

— - 4 1
A(2,1,3),B(1,2,3) = AB = (-1,1,0) y BC’<5+3u,59+8u,5u3

. _ . 4 19
ABLBC:AB-BC:0:>g—3u—€+8u:0:>—3+5u:0:>u:

C(2,3,3)| vy BC=(1,1,0), con |BC|=|AB|
D(z,y,2), AB=DC= (-1,1,0)=(2—2,3—1,3—2) = |D(3,2,3)

Ejercicio 4. El 60% de las ventas en unos grandes almacenes corresponden a articulos con preci-
os rebajados. Los clientes devuelven el 15% de los articulos que compran rebajados, porcentaje
que disminuye al 8% si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.

ol w

=

a) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.
b) ;Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?

Solucién Definimos los sucesos: R: articulos con precios rebajados. D: articulos devueltos. A partir del
enunciado, tenemos que P(R) = 0.6, P(R°) =1— P(R) =1-0.6 = 0.4, P(D|R) = 0.15 = P(D°|R) =
1—P(D|R)=1-0.15=0.85y P(D|R) = 0.08 = P(D|R°) = 1 — P(D|R) = 1 —0.08 = 0.92.

a) Aplicando el teorema de la probabilidad total:
P(D) = P(D|R)P(R) + P(D|R°)P(R°) = 0.15-0.6 + 0.08 - 0.4 = 0.122
Por tanto, el porcentaje es de .
b) Aplicando el teorema de Bayes:

P(RND) P(DIR)-P(R) 0.15-0.6
P(D) P(D) S 0122

P(R|D) = =0.738

El porcentaje de articulos devueltos adquiridos con precios rebajados es de | 73.77% |.
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EvAU 2018 Opcion B

Ejercicio 1. Dadas las matrices A = <T2 2 731) yB= ( 02) , se pide:
0o 1 -1 0
a) Obtener los valores del parametro m para los que la matriz A admite inversa.
b) Param =0, calcular A- By A~! - B.
¢) Calcular B - B!y B! - B, donde B! denota la matriz traspuesta de B.

Solucion  a) Una matriz admite inversa si y sélo si su determinante es no nulo.

Vemos que
m 0 2
[Al=[-2 4 m|=—-4m—-4-m’=—-(m+2*=0cm=-2
0o 1 -1
de manera que la matriz A admite inversa si .
0O 0 2
b) Param = 0,tenemosque A= [ -2 4 0
0O 1 -1

Las dimensiones de las matrices A y B son distintas: 3 x 3y 3 x 1. Pero como el nimero de
columnas de A coincide con el nimero de filas de B, pueden multiplicarse obteniendo una matriz
de dimensién 3 x 1.

0 0 2 -2 0-(=2)4+0-042-0 0
AB=[-24 o|-|o|=|-2(-2+4-0+0.0]|=|[4
[t o) () - (G- ()

Calculamos la inversa de A. Sabemos que el |A| = —(0 + 2)? = —4. La matriz traspuesta de A es:
0 -2 0
At=10 4 1
2 0 -1
Luego, la adjunta de la traspuesta es:
-4 2 -8
Ay =[-2 0 —4
-2 0 0
Luego,
1 —-1/2 2
At=(1/2 0 1
/2 0 0

1 —1/2 2 -2 -2
At.B=1[1/2 0o 1|-[{o0o]|=|]-1
bz 1) ()0
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¢) Calculamos B' = (=2 0 0). Luego, los productos pedidos valen:

-2 4 0 O
B-B'=[0]-(-2 0 0)=|0 0 0
0 0 0 O
-2
B-B'=(-2 0 0)-| 0| =((-2)(-2)+0-0+0-0) =| (4]
0
L. ., || .
Ejercicio 2. Dada la funcién f(z) = ——, se pide:

a) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
b) Calcular f'(4).

c) Hallar el area del recinto limitado por la curva y = f(z), el eje OX ylasrectas x = -1y
z=1.

Solucion Primero de todo, convertimos la funcién en una a trozos. Sabemos que

T si x>0
2| =
—x st x<0

Por tanto, nuestra funcién sera:

xr .
_— st >0
2 +9
f(z) =
x .
——— st <0
2 +9

El dominio de la funcién es toda la recta real. Veamos si es continua en toda la recta:

—x

li = lim ——=0
:L’i>r(r)1* f(l.) xi>r(r)1* 332 —+ 9
f(0) = lim f(z) = lim ——— =0
= 1m r)= 11Nl —f)])— =
z—0k z—0- /22 +9
Por tanto, la funcién es continua en toda la recta real.
a)
X
—(- z 1
lim f(z)= lim ﬂ = lim —— = lim —2— = lim ————= = lim
T——00 r—+00 (—.’E)2 +9 400 /2 +9 r—4o00 V249 r—400 22 9 r—400
T 2 + =2
N S N
S Vi+0 1

Por tanto, es una asintota horizontal de f para z — 4oo.

b) Primero de todo vamos a calcular la derivada de la funcién y a estudiar la derivabilidad de f:

li
T 9
( w2+9) (@24 9)V22+9

Por tanto,
J st x>0
(2 4+9)Va?2+9
f(x) =
— 9 st <0
(2 +9)vVa? +9
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Estudiamos la derivabilidad en x = 0:

fSmatematicas

_ 9
F'(07) y
( +9)v0% + 9
9
’ 0+
Fom = 019V +9
Como que nos da distinto, f no es derivable en zz = 0. Vamos a calcular f'(4) = %
(42 +9)VA2 19
9
125
¢) Claramente, la funcién f corta al eje OX en x = 0. Por tanto, el area pedida es:
0 - ! T T 1 [t
= ————dr + —_— = ————dr+ = —_— =
1 \/x2—|—9 0 \/x2+9 2 -1 \/$2+9 2 0 \/x2+9
1 0 1 1 1 1
—722] 7[22]=—7 — V1 7(21—):
2[ 29| g 2ve o) 2(6 ﬁ)+2 V10 -6
=-3+V1I0+V10-3=|-6+2V10
La funcién es par. Podemos hacer la integral entre 0y 1, y a multiplicar por 2.
20 +y =2
L —2 1 —1
Ejercicio 3. Dados el punto P(1,1,1) y las rectas r = x T = y—; = 21/3 ,

se pide:
a) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

¢) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

5cr+2=06

Solucion  a) Para hallar esta distancia, utilizaremos que:

d(P,r) =

;. x AP|

i

donde u;. es un vector director de la recta r y A es un punto de la recta. Por tanto, primero tenemos

que encontrar la ecuacién vectorial de la recta r:

2 1 0 2\ E2E,—5E (2
5 0 1 6 0

Por tanto,

6

T Al =, —

enenemos que (5, 5 55
ducto vectorial requerido para el problema:

. 7

Ur X AP = |—

(S
[SES SN
— =

Aplicando la férmula, tenemos que la distancia es de:

-5 2 2

1
= —i+0j gk = (—1,0,—

d(P,r) =

[=) [=2]

V195
15

u

1

)

5

2 1 1
,0) VU, = (—, ) Luego AP = ( 5 g, 1). Calculamos el pro-
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1 2
55’
y i, = (—1,1,1/3). La posicién relativa de r y s viene determinada por la posicién de AB =

2 . .
b) Un punto de larectar es A <§, — O> Yy = ( 1) y s viene determinada por B(2,—1,1)

4 3 , . .
(5, — 1), u, y uy, y ésta se analiza calculando el determinante formado por las componentes
de los tres vectores:

(SN

—1 1

1|=—+0
1 57
3

(S

1

[SA1[Y]
— alno

Entonces, los vectores son linealmente independientes, lo que significa que no son coplanarios, y
las rectas se cruzan.

¢) Como que el plano tiene que ser perpendicular a s, su vector normal tiene que ser paralelo al vector
director de s. Por tanto, n, = u; = (—1,1,1/3), y esto implica que:

1
= —x+y+§z—|—D:0
Sabemos que 7 tiene que pasar por P(1,1,1):

1 1
~14+145-14D=0=D=—g

Y por tanto, la ecuaciéon buscada del plano es:

1 1
7TE—.T+y+§Z—§:0:>7TE3$—3y—Z+1:0

Ejercicio 4. En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. El 75% de los productos
fabricados son de tipo A y el 25% de tipo B. Los productos de tipo B salen defectuosos un 5% de
las veces, mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2.5% de las veces.

a) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ;cuantos de ellos se espera que sean defectuosos?

b) Un mes, por motivos logisticos, se cambié la producciéon, de modo que se fabricaron ex-
clusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades, determinar,
aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que haya mas de 160 uni-
dades defectuosas.

Solucion Las datos que nos da el enunciado son: P(A) = 0.75, P(B) = 0.25, P(D|A) = 0.025,
P(D|B) = 0.05.

a) Aplicando el teorema de la probabilidad total:
P(D) = P(A) - P(D|A) + P(B) - P(D|B) = 0.75 - 0.025 + 0.25 - 0.05 = 0.03125 = ?12

Como que se fabrican n = 5000 productos en un mes. Tenemos que X es una variable aleatoria tal

1 . . 1
que X ~ B (50007 32> La media o esperanza de esta variable es de z = np = 5000- 3 = 156.25 |.

b)
n = 6000 = X ~ B(6000,0.025) = p = 6000-0.025 = 150, o = /npg = /150 (1 —0.025) = 12.1
Luego, aproximando la distribucién por una normal, tenemos que X ~ Y = N(150,12.1) = Z =

X —150

51 = N(0,1). Aplicando la correccion de Yates:

160.5 — 150
12.1

 [0.922]

P(X > 160) ~ P(Y > 160.5) = P <Z > ) = P(Z > 0.87) = 1-P(Z < 0.87) = 1-0.8078 =
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